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Resumen Los modelos de gradiente basados en des-
plazamientos suavizados son una alternativa a los mo-
delos est¶andares para simular num¶ericamente el proceso
de fallo de materiales. En esta formulaci¶on alternativa
coexisten los campos de desplazamientos mec¶anicos u
con los desplazamientos suavizados eu, que se obtienen
de solucionar una ecuaci¶on de difusi¶on-reacci¶on. An¶alo-
gamente a los modelos de regularizaci¶on est¶andares,
prescribir condiciones de contorno en esta formulaci¶on
alternativa es un problema abierto. Sin embargo, impo-
ner estas condiciones para el campo de desplazamientos
(en lugar de la variable de estado interna) presenta cier-
tas facilidades. El objetivo de este trabajo es estudiar
la in°uencia de dichas condiciones: ni las condiciones
de Dirichlet (prescritas en un principio) ni las condi-
ciones de Neumann homog¶eneas (reminiscencia de los
modelos de gradiente est¶andares) permiten obtener re-
sultados num¶ericos realistas; mediante las condiciones
de contorno de Neumann no homog¶eneas, en cambio, los
resultados son f¶³sicamente admisibles. Sin embargo, es-
tas condiciones no aseguran conservaci¶on de volumen,
que es una propiedad interesante en algunos modelos
constitutivos. Por este motivo, se proponen unas nue-
vas condiciones de contorno (condiciones combinadas)
que satisfacen las propiedades necesarias para la regu-
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larizaci¶on: (a) reproducibilidad de orden 1 (u = eu si
u es un campo lineal), (b) desplazamientos suavizados
a lo largo del contorno y (c) conservaci¶on de volumen.
En este trabajo se han llevado a cabo varios ensayos
num¶ericos bidimensionales con el ¯n de ilustrar la in-




Keywords Regularisation, gradient-enhanced mo-
dels, smoothed displacements, boundary conditions.
Summary Gradient-enhanced models based on regula-
rised displacements are an alternative to standard mo-
dels in order to simulate material failure. In this alter-
native formulation, mechanical displacements u coexist
with smoothed displacements eu, which are the solution
of a di®usion-reaction equation. Analogously to regu-
larised standard models, prescribing boundary condi-
tions in this alternative formulation is an open pro-
blem. Nevertheless, imposing these conditions for the
displacement ¯eld (rather than the internal state varia-
ble) seems to be easier to interpret. The goal of this
work is to study the in°uence of these conditions: neit-
her Dirichlet conditions (prescribed at the beginning)
nor homogeneous Neumann conditions (reminiscence of
standard gradient models) allow to obtain realistic nu-
merical results; on the other hand, by means of non-
homogeneous Neumann boundary conditions, these re-
sults are physically admissible. However, these condi-
tions do not ensure volume conservation, which is an
interesting property in some constitutive models. Hen-
ce, new conditions (combined conditions) are proposed.
These satisfy the necessary properties for regularisa-
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tion: (a) reproducibility of order 1 (u = eu if u is a linear
¯eld), (b) displacement smoothing along the boundary
and (c) volume preservation. In this work various two-
dimensional numerical tests are carried out in order to
illustrate the in°uence of the di®erent boundary condi-
tions.
1. Introducci¶on
Los modelos continuos de da~no locales, caracteriza-
dos por una ley de tensi¶on-deformaci¶on con reblandeci-
miento, no permiten reproducir correctamente la ener-
g¶³a disipada durante el proceso de fallo de materiales
cuasi-fr¶agiles. Num¶ericamente, los resultados presentan
una dependencia patol¶ogica de la malla de elementos
¯nitos empleada en las simulaciones: a medida que la
malla se re¯na, la energ¶³a disipada durante el proceso
tiende a 0 [1].
Para solventar esta dependencia patol¶ogica, y con el
¯n de obtener soluciones num¶ericas f¶³sicamente realis-
tas, se pueden usar distintas t¶ecnicas [2]. Se puede utili-
zar, por ejemplo, un modelo de ¯sura cohesiva [3], don-
de el reblandecimiento se describe mediante una ley de
tracci¶on-separaci¶on y se admiten desplazamientos dis-
continuos [4]. Tambi¶en se puede emplear un modelo de
banda de ¯sura [5], donde el m¶odulo de reblandecimien-
to se de¯ne en funci¶on del tama~no del elemento ¯nito
[6]. Por ¶ultimo, se pueden utilizar modelos regulariza-
dos [7]. En ¶estos, se introducen una variable no local y
un par¶ametro denominado longitud caracter¶³stica, que
evitan que las deformaciones localicen en una l¶³nea y
dan lugar a un proceso cuya energ¶³a disipada es no nu-
la [8]. T¶³picamente, la variable no local que regulariza
el problema es la variable de estado, aunque existen
tambi¶en otras posibilidades [9]. Dentro de los modelos
regularizados, se incluyen formulaciones integrales [10,
11] y formulaciones de gradiente [12,13]. Las formula-
ciones integrales, cuya variable no local en un punto
se de¯ne como el promedio ponderado de la variable
local en un entorno de dicho punto, presentan di¯cul-
tades en puntos cercanos al contorno [14]. Como alter-
nativa a estas descripciones, se usan generalmente las
formulaciones de gradiente. En ¶estas, la regularizaci¶on
se consigue a~nadiendo derivadas de orden superior a la
ecuaci¶on en derivadas parciales que describe la evolu-
ci¶on de la variable no local. As¶³ pues, desde un punto
de vista matem¶atico, son modelos locales. Sin embar-
go, la principal desventaja de estos m¶etodos consiste
en plantear el problema de contorno: en los modelos
de gradiente, dada la ecuaci¶on de regularizaci¶on, impo-
ner condiciones de contorno adecuadas sigue siendo un
problema abierto.
En este art¶³culo, se utiliza un modelo de regulariza-
ci¶on de gradiente basado en desplazamientos suavizados
[15]. El objetivo de este trabajo es estudiar la in°uen-
cia de distintas condiciones de contorno: debido a la
di¯cultad de regularizar el problema que presentan las
condiciones de contorno de Dirichlet o de Neumann, se
propone aqu¶³ un nuevo problema de contorno que sa-
tisface las propiedades deseadas para la regularizaci¶on.
La estructura del art¶³culo es la siguiente. En el apar-
tado 2, se hace un breve repaso a los modelos de gra-
diente. En particular, se presentan las principales carac-
ter¶³sticas de los modelos est¶andares de da~no poniendo
especial ¶enfasis en las condiciones de contorno para el
problema de regularizaci¶on. En el apartado 3, se analiza
el modelo de da~no basado en desplazamientos suaviza-
dos. Est¶a organizado de la siguiente manera: en 3.1, se
repasa brevemente la ecuaci¶on de regularizaci¶on; en 3.2,
se presentan distintas condiciones de contorno y en 3.3,
se llevan a cabo distintos ensayos con la ¯nalidad de
analizar su in°uencia. Finalmente, en el apartado 4 se
presentan las conclusiones de este trabajo.
2. Modelos de da~no
Por simplicidad, en este trabajo s¶olo se consideran
modelos de da~no escalar. Sin embargo, el modelo de gra-
diente basado en desplazamientos suavizados se puede
extender f¶acilmente a otros modelos como el de plasti-
cidad [16].
En los modelos regularizados est¶andares, la variable
que incorpora la regularizaci¶on es la variable de estado
Y . En las formulaciones de gradiente impl¶³citas (Tabla
1), que pueden ser consideradas como una aproximaci¶on
de las integrales, la variable de estado eY es la soluci¶on
de la ecuaci¶on de difusi¶on-reacci¶oneY (x; t)¡ `2r2 eY (x; t) = Y (x; t) (1)
donde el par¶ametro ` que acompa~na al t¶ermino de di-
fusi¶on tiene dimensi¶on de longitud.
Variable Ecuaci¶on
Tensi¶on ¾ (x; t) = (1¡D (x; t))C : " (x; t)
Deformaci¶on " (x; t) = rsu (x; t)
Variable de estado Y (x; t) = Y (" (x; t))
Variable de estado
suavizada eY (x; t)¡ `2r2 eY (x; t) = Y (x; t)
Da~no D (x; t) = D(eY )
Tabla 1. Modelo de gradiente est¶andar (formulaci¶on
de da~no): ecuaciones gen¶ericas.
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2.1. Condiciones de contorno para la ecuaci¶on de
regularizaci¶on
En los modelos de gradiente, es necesario imponer
condiciones de contorno a la ecuaci¶on de regularizaci¶on
(1). Debido a la di¯cultad de prescribir el valor de la va-
riable interna eY en el contorno (condiciones esenciales),
por conveniencia desde un punto de vista matem¶atico y
por analog¶³a con las condiciones de contorno sugeridas
por MÄuhlhaus y Aifantis en [18] para el modelo de plas-
ticidad, t¶³picamente [13,19] se han prescrito condiciones
de contorno de Neumann homog¶eneas
reY ¢n = 0 en @­ (2)
donde n es el vector normal unitario exterior a @­.
Sin embargo, en la literatura se ha debatido amplia-
mente su interpretaci¶on f¶³sica. Usando el teorema de la
divergencia, por ejemplo, en [19] se observa que esta
condici¶on implica que la cantidad total de deformaci¶on
se mantiene constante a pesar de la regularizaci¶on:Z
­
eY d­ = Z
­
Y d­ en @­ (3)
En [20] estas condiciones se interpretan desde un punto
de vista termodin¶amico: las condiciones de contorno de
Neumann homog¶eneas garantizan que los efectos de la
regularizaci¶on no se propaguen a trav¶es del contorno del
dominio (condici¶on de aislamiento). En [21], en cambio,
las condiciones de contorno (2) no se prescriben a prio-
ri sino que se obtienen de forma natural mediante un
an¶alisis variacional est¶andar.
3. Modelo de da~no basado en desplazamientos
suavizados
3.1. Modelo de gradiente
En el modelo de gradiente formulado a partir de des-
plazamientos regularizados (Tabla 2), coexisten dos ti-
pos distintos de desplazamientos: (a) los desplazamien-
tos est¶andares o mec¶anicos u y (b) los desplazamientos
regularizados o suavizados eu, que se obtienen resolvien-
do una ecuaci¶on en derivadas parciales (EDP), siendo
u su t¶ermino fuente. Esta EDP de regularizaci¶on es la
ecuaci¶on de difusi¶on-reacci¶on
eu (x; t)¡ `2r2eu (x; t) = u (x; t) (4)
donde el par¶ametro ` tiene la misma dimensi¶on que en
el modelo de gradiente est¶andar.
Variable Ecuaci¶on
Ley constitutiva ¾ (x; t) = (1¡D (x; t))C : " (x; t)
Deformaciones " (x; t) = rsu (x; t)
Desplazamientos
suavizados eu (x; t)¡ `2r2eu (x; t) = u (x; t)
Deformaciones
suavizadas e" (x; t) = rseu (x; t)
Variable de estado
suavizada eY (x; t) = Y (e" (x; t))
Da~no D (x; t) = D(eY )
Tabla 2.Modelo de gradiente con desplazamientos sua-
vizados (formulaci¶on de da~no): ecuaciones gen¶ericas.
3.2. Condiciones de contorno para la ecuaci¶on de
regularizaci¶on
En el modelo de gradiente con desplazamientos sua-
vizados, las condiciones de contorno parecen m¶as f¶aciles
de interpretar que en los modelos de gradiente est¶anda-
res, pues se deben prescribir condiciones para los des-
plazamientos y no para variables internas como la va-
riable de estado. En esta formulaci¶on alternativa, una
opci¶on natural consiste en prescribir condiciones de con-
torno esenciales o de Dirichlet [15]:
eu = u en @­ (5)
F¶³sicamente, estas condiciones de contorno se pueden
interpretar de forma clara: los dos campos de despla-
zamientos que coexisten en el modelo deben coincidir
a lo largo de todo el contorno (es decir, tanto para el
contorno de Dirichlet como el contorno de Neumann
del problema mec¶anico). Estas condiciones de contorno
permiten regularizar el problema unidimensional [15].
Sin embargo, en problemas multidimensionales, la con-
dici¶on eu = u en el contorno puede tener el efecto nega-
tivo de no admitir campos de desplazamientos suaves.
Este efecto, especialmente negativo en problemas don-
de el da~no empieza en el contorno, puede implicar un
estrechamiento de la zona de da~no, como se observa en
[17], [22] y [23].
Con la ¯nalidad de evitar este comportamiento pa-
tol¶ogico, y por analog¶³a con el problema de regulariza-
ci¶on est¶andar, se pueden prescribir condiciones de con-
torno de Neumann homog¶eneas
reu ¢n = 0 en @­ (6)
Estas condiciones permiten que los desplazamientos pue-
dan suavizarse a lo largo del contorno. Sin embargo, no
satisfacen otra de las propiedades deseadas para la re-
gularizaci¶on: en modelos regularizados est¶andares, es
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necesario prescribir condiciones de contorno que per-
mitan la reproducibilidad de funciones constantes, es
decir, si la variable de estado Y es constante, Y = eY
debe ser soluci¶on de la ecuaci¶on de regularizaci¶on, per-
mitiendo as¶³ que a partir de campos de deformaciones
" constantes se obtengan campos de tensiones ¾ cons-
tantes. En la formulaci¶on alternativa basada en despla-
zamientos suavizados, teniendo en cuenta que " = rsu,
debe garantizarse la reproducibilidad de orden 1, es de-
cir, si el campo de desplazamientos u es lineal, eu = u
debe ser soluci¶on del problema de contorno. No obs-
tante, mediante las condiciones de contorno de Neu-
mann homog¶eneas (6), ¶esta no es la soluci¶on, pudi¶endo-
se ocasionar as¶³ da~no espurio a lo largo del contorno.
En efecto, dado que las condiciones de contorno de Neu-
mann homog¶eneas mantienen desacoplada la resoluci¶on
de la ecuaci¶on de regularizaci¶on para las componentes
del campo vectorial, y considerando el campo lineal
u(x) = a+Bx = a+ bxx+ byy; (7)
eu(x) = u(x) = a +Bx no es soluci¶on del problema de
regularizaci¶on, ya que la condici¶on de contorno
reu ¢n = (bx; by) ¢n = 0 (8)
no se satisface para (a;B) arbitrarios.
Para solventar las dos di¯cultades mencionadas has-
ta este momento (regularizaci¶on a lo largo del contorno
y reproducibilidad de orden 1), en [17] se imponen con-
diciones de contorno de Neumann no homog¶eneas
reu ¢n = ru ¢n en @­ (9)
Sin embargo, mediante estas condiciones no se asegura
conservaci¶on de volumen. En efecto, suponiendo densi-





r ¢ (eu ¡ u) d­ = Z
@­
(eu ¡ u) ¢n d¡ (10)
que se satisface si se impone la ecuaci¶on (5) pero no con
las condiciones de contorno (6) o (9).
N¶otese que la conservaci¶on de volumen no es impres-
cindible desde el punto de la regularizaci¶on, pero puede
ser una propiedad interesante en algunos modelos cons-
titutivos. Consid¶erese, por ejemplo, el modelo pl¶asti-
co regularizado mediante desplazamientos suavizados
de [16], en el que la deformaci¶on pl¶astica se calcula a
partir de eu. Si las deformaciones locales son isoc¶oricas
(r ¢ u = 0), entonces la condici¶on (10) permite que las
deformaciones suavizadas tambi¶en puedan serlo.
Como alternativa a las ecuaciones (5), (6) y (9),
se proponen aqu¶³ condiciones de contorno combinadas,
que consisten en prescribir condiciones de contorno esen-
ciales para la componente normal del campo de despla-
zamientos y condiciones de Neumann no homog¶eneas
para la componente tangencial:eu ¢n = u ¢n
r (eu ¢ t) ¢n = r (u ¢ t) ¢n
¾
en @­ (11)
donde n y t son las direcciones normal y tangente a la
super¯cie @­ respectivamente.
Con la condici¶on de contorno esencial (11)1, se ase-
gura la conservaci¶on de volumen, mientras que la con-
dici¶on de Neumann no homog¶enea (11)2 permite que
los desplazamientos puedan suavizarse a lo largo del
contorno. Adem¶as, esta condici¶on de contorno admite
la soluci¶on eu = u si el campo de desplazamientos u es
lineal, evitando as¶³ la aparici¶on de da~no espurio a lo
largo del contorno.
N¶otese que la resoluci¶on de la ecuaci¶on vectorial
equivale a la resoluci¶on de una ecuaci¶on escalar para ca-
da componente del campo vectorial por separado s¶olo si
las condiciones de contorno las mantienen desacopladas.
Esto ocurre con las condiciones de contorno est¶andares
(5), (6) y (9). Sin embargo, las condiciones de contorno
combinadas (11), s¶olo las mantienen desacopladas en el
caso en que el contorno sea paralelo a los ejes cartesia-
nos.
Para ilustrar esta discusi¶on (resumida de forma es-
quem¶atica en la Tabla 3), se consideran la ecuaci¶on de
regularizaci¶on bidimensional (4) de¯nida en el cuadra-
do unitario [0; 1]£ [0; 1], donde
u = (ux; uy) (12)eu = (eux; euy) (13)
y dos t¶erminos fuentes u distintos. Por simplicidad y
dado que ahora no se pretende resolver un problema
mec¶anico, se considera
u := ux = uy (14)
En el primer test de validaci¶on que se lleva a cabo,
se resuelve la ecuaci¶on (4) con u lineal, Figura 1(a).
Tal y como se observa en la Figura 1, eu = (u; u) es
la soluci¶on del problema de contorno si se prescriben
condiciones de contorno de Dirichlet, de Neumann no
homog¶eneas o combinadas, pero no con condiciones de
Neumann homog¶eneas, Figura 1(c). En este caso y con
el ¯n de satisfacer las condiciones de contorno prescri-
tas, se obtiene una soluci¶on eu 6= (u; u). Esta falta de re-
producibilidad de funciones lineales presenta problemas
en la regularizaci¶on del problema mec¶anico. En efecto,
dado un campo deformaciones "(x) constante, se ob-
tiene un campo de tensiones ¾(x) no constante (Tabla
2).
El segundo test de validaci¶on consiste en resolver la
ecuaci¶on (4) con el t¶ermino u de la Figura 2(a). Tal y
como se observa en la Figura 2(b), prescribiendo condi-
ciones de contorno esenciales, eu = (eu; eu) no es suave a
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Neumann Neumann
Dirichlet homog¶eneas no homog¶eneas Combinadas
Reproducibilidad
de orden 1 X £ X X
Desplazamientos suavizados
a lo largo del contorno £ X X X
Conservaci¶on de volumen X £ £ X





Figura 1. Test de validaci¶on con (a) u(x) = u(x; y) =
1+x+5y. Soluciones eu, donde eu = (eu; eu), obtenidas al
imponer condiciones de contorno (b) de Dirichlet, (c) de
Neumann homog¶eneas, (d) de Neumann no homog¶eneas
y (e) combinadas.
lo largo del contorno. Con las condiciones de contorno
de Neumann, en cambio, s¶³ se consigue la suavidad ne-
cesaria, Figuras 2(c) y 2(d). Mediante las condiciones
de contorno combinadas, se obtienen los campos eux yeuy de las ¯guras 2(e) y 2(f) respectivamente. Obs¶ervese
que euy no es suave a lo largo del contorno. Sin embar-
go, s¶³ lo son los desplazamientos eux, tangentes al lado
fy = 0g [ fy = 1g, que son los relevantes para modo I,





Figura 2. Test de validaci¶on con (a) u(x) una funci¶on
triangular. Soluciones (b) eux = euy obtenidas con con-
diciones de Dirichlet, (c) eux = euy obtenidas con condi-
ciones de Neumann homog¶eneas, (d) eux = euy obtenidas
con condiciones de Neumann no homog¶eneas, (e) eux ob-
tenida con las condiciones combinadas y (f) euy obtenida
con las condiciones combinadas.
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3.3. Ejemplos num¶ericos
En este apartado se presentan tres ensayos num¶eri-
cos llevados a cabo mediante las cuatro condiciones de
contorno analizadas anteriormente. Para cada ensayo,
se muestran las curvas fuerza-desplazamiento y los cam-
pos de da~no con el ¯n de estudiar la in°uencia de plan-
tear los distintos problemas de contorno.
3.3.1. Ensayo de tracci¶on uniaxial
El primer ejemplo consiste en un ensayo de tracci¶on
uniaxial: se restringen los desplazamientos en el lateral
izquierdo y se imponen en el derecho (Figura 3).
Figura 3. Ensayo de tracci¶on uniaxial: planteamiento
del problema.
Se considera que la parte central del esp¶ecimen est¶a de-
bilitada (reducci¶on del m¶odulo de Young de un 10%)
con el ¯n de forzar la localizaci¶on en esta zona. En la
Tabla 4 se muestran los par¶ametros geom¶etricos y ma-
teriales empleados. Se supone un coe¯ciente de Poisson
º = 0;0 con el ¯n de reproducir un ejemplo puramente
unidimensional. El ensayo se lleva a cabo con un mode-
lo de Mazars [24], una ley lineal para el par¶ametro de
da~no y una malla uniforme de 100 £ 10 cuadril¶ateros
bilineales.
Signi¯cado S¶³mbolo Valor
Longitud del esp¶ecimen L 100 mm
Ancho del esp¶ecimen A 10 mm
Longitud de la parte debilitada LW 20 mm
M¶odulo de Young E 20 000 MPa
¶Idem de la parte debilitada EW 18 000 MPa
Umbral de da~no Y0 10¡4
Deformaci¶on ¯nal Yf 1;25£ 10¡2
Coe¯ciente de Poisson º 0;0
Tabla 4. Ensayo de tracci¶on uniaxial: par¶ametros geo-
m¶etricos y materiales.
Las ¯guras 4 y 5 muestran las curvas fuerza-des-
plazamiento y los campos de da~no respectivamente. Si
se imponen condiciones de contorno de Dirichlet para
la ecuaci¶on de regularizaci¶on, la energ¶³a disipada du-
rante el proceso de fallo (¶area bajo la curva fuerza-
desplazamiento) es de 4;2125 £ 10¡1 mJ, m¶as de tres
veces inferior a la cantidad de energ¶³a que el esp¶ecimen
alcanza a resistir si se prescriben las otras condiciones
de contorno propuestas (1;3285 mJ). Adem¶as, mediante
las condiciones de Dirichlet, la zona da~nada se estrecha
y se pierde el car¶acter unidimensional de la soluci¶on,
Figura 5(a). Este fen¶omeno, ya mencionado en [17], se
debe al hecho de que las condiciones de contorno esen-
ciales no permiten suavizar el campo de desplazamien-
tos a lo largo del contorno.






Figura 5. Ensayo de tracci¶on uniaxial: campos de da~no
obtenidos mediante condiciones de contorno (a) de Di-
richlet, (b) de Neumann homog¶eneas, (c) de Neumann
no homog¶eneas y (d) combinadas.
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3.3.2. Ensayo de °exi¶on en tres puntos
El segundo ejemplo consiste en un ensayo de °exi¶on
en tres puntos (Figura 6).
Figura 6. Ensayo de °exi¶on en tres puntos: plantea-
miento del problema.
En la Tabla 5 se muestran los par¶ametros geom¶etri-
cos y materiales empleados. El ensayo se lleva a cabo
con un modelo de von Mises modi¯cado [25], una ley
exponencial para el par¶ametro de da~no y una malla de
elementos ¯nitos uniforme de 63£ 16 cuadril¶ateros bi-
lineales.
Signi¯cado S¶³mbolo Valor
Tama~no del esp¶ecimen L 64 mm
M¶odulo de Young E 30 000 MPa
Umbral de da~no Y0 10¡4
Pendiente curva tensi¶on-deformaci¶on B 50
Ratio entre compresi¶on y tracci¶on k 10
Coe¯ciente de Poisson º 0;15
Tabla 5. Ensayo de °exi¶on en tres puntos: par¶ametros
geom¶etricos y materiales.
Las ¯guras 7 y 8 muestran las curvas fuerza-des-
plazamiento y los campos de da~no respectivamente. En
este ensayo, se obtienen resultados an¶alogos a los ob-
tenidos con el ensayo de tracci¶on uniaxial. Prescribir
que los desplazamientos mec¶anicos y los regularizados
coincidan en todo el contorno del dominio (condiciones
de contorno de Dirichlet) puede llegar a ser demasiado
restrictivo, especialmente en aquellos problemas en que
el da~no se inicia en el contorno, Figura 7. Adem¶as de
este mal comportamiento debido a las condiciones de
contorno de Dirichlet, en la Figura 8 se observa otro
fen¶omeno. Si se prescriben condiciones de contorno de
Neumann homog¶eneas, el contorno del dominio se da~na
de manera espuria, Figura 8(b). Este comportamiento
patol¶ogico, debido al hecho de que este tipo de condi-
ciones no aseguran la reproducibilidad de orden 1, se
observa tambi¶en en otros ensayos, tal como se ve a con-
tinuaci¶on.






































Figura 8. Ensayo de °exi¶on en tres puntos: campos
de da~no obtenidos mediante condiciones de contorno
(a) de Dirichlet, (b) de Neumann homog¶eneas, (c) de
Neumann no homog¶eneas y (d) combinadas.
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3.3.3. Ensayo de tracci¶on directa
El tercer ejemplo consiste en un ensayo de tracci¶on
directa (modo I de fallo). Se trata de simular num¶erica-
mente la respuesta mec¶anica de una placa cuadrada so-
metida a una distribuci¶on lineal de desplazamientos en
los bordes superior e inferior y empotrada en el lateral
derecho. Con el ¯n de causar la localizaci¶on de defor-
maciones en la parte central del esp¶ecimen, se considera
que la placa est¶a debilitada en una regi¶on (reducci¶on del
m¶odulo de Young de un 90%), Figura 9.
Figura 9. Ensayo de tracci¶on directa: planteamiento
del problema.
En la Tabla 6 se pueden ver los par¶ametros geom¶e-
tricos y materiales utilizados en las simulaciones num¶eri-
cas. Se emplea un modelo de da~no de Mazars [24], una
ley lineal para el par¶ametro de da~no y una malla uni-
forme de 40£ 41 cuadril¶ateros bilineales.
Las ¯guras 10 y 11 muestran las curvas fuerza-des-
plazamiento y los campos de da~no respectivamente. En
este ensayo, las curvas fuerza-desplazamiento no pre-
sentan diferencias signi¯cativas, ya que tanto el despla-
zamiento como la fuerza de reacci¶on que se represen-
tan corresponden al borde superior, donde la respuesta
mec¶anica est¶a fuertemente restringida por la distribu-
ci¶on lineal de desplazamientos impuestos.
En este ensayo se observa tambi¶en la importancia
de imponer que mediante las condiciones de contorno se
asegure la reproducibilidad de orden 1, con la ¯nalidad
Signi¯cado S¶³mbolo Valor
Tama~no del esp¶ecimen L 10 mm
¶Idem de la parte debilitada LW 1 mm
Ancho de la parte debilitada hW 1 elemento ¯nito
M¶odulo de Young E 20 000 MPa
¶Idem de la parte debilitada EW 2 000 MPa
Umbral de da~no Y0 10¡4
Deformaci¶on ¯nal Yf 1;25£ 10¡2
Coe¯ciente de Poisson º 0;3
Tabla 6. Ensayo de tracci¶on directa: par¶ametros geo-
m¶etricos y materiales.
de evitar comportamientos espurios como los observa-
dos en la Figura 11(b).
Figura 10. Ensayo de tracci¶on directa: curvas fuerza-
desplazamiento.
4. Conclusiones
En este trabajo, se ha empleado un modelo de gra-
diente alternativo a las formulaciones est¶andares en la
que coexisten dos campos de desplazamientos: (a) los
est¶andares o mec¶anicos u y (b) los suavizados eu.
Este campo de desplazamientos eu, a partir del cual
se calcula la evoluci¶on del par¶ametro de da~no, es la
soluci¶on de una ecuaci¶on de difusi¶on-reacci¶on. Por con-
siguiente, y con la ¯nalidad de plantear el problema de
valores de frontera, se deben prescribir condiciones de
contorno adecuadas.
Este problema, complicado y a¶un abierto en los mo-
delos de regularizaci¶on est¶andar, presenta tambi¶en cier-
tas di¯cultades si la variable que incorpora la regulari-
zaci¶on es el campo de desplazamientos. Sin embargo, el
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(a) (b)
(c) (d)
Figura 11.Ensayo de tracci¶on directa: campos de da~no
obtenidos mediante condiciones de contorno (a) de Di-
richlet, (b) de Neumann homog¶eneas, (c) de Neumann
no homog¶eneas y (d) combinadas.
hecho de que sean ¶estos y no otras variables m¶as inter-
nas, plantea ciertas facilidades:
Si se imponen las condiciones de contorno m¶as na-
turales, que son las condiciones de Dirichlet y con-
sisten en prescribir u = eu en todo el contorno, se ob-
tienen campos de desplazamientos suaves en el con-
torno s¶olo en el caso unidimensional. Sin embargo,
en general, los contornos de da~no no son f¶³sicamente
realistas.
Si se prescriben condiciones de Neumann homog¶eneas,
utilizadas en modelos est¶andares, eu s¶³ es suave en el
contorno. Sin embargo, al no garantizarse la repro-
ducibilidad de orden 1, el contorno del dominio se
da~na de forma patol¶ogica.
Por este motivo, y con el ¯n de obtener resultados
f¶³sicamente realistas, en la literatura se propone el
uso de condiciones de contorno de Neumann no ho-
mog¶eneas, que solventan estas di¯cultades. Sin em-
bargo, mediante ¶estas no se prescribe conservaci¶on
de volumen.
En este art¶³culo se proponen unas condiciones de
contorno combinadas, mediante las cuales las com-
ponentes normales de los dos campos de desplaza-
mientos coinciden, asegurando as¶³ la conservaci¶on
de volumen, pero permiten cierto movimiento en su
componente tangencial.
Se ha llevado a cabo la simulaci¶on num¶erica de distintos
ensayos mec¶anicos con las cuatro condiciones de con-
torno analizadas previamente. Estos ensayos ilustran
que tanto las condiciones de contorno esenciales como
las de Neumann homog¶eneas no permiten obtener resul-
tados num¶ericos f¶³sicamente realistas. Las condiciones
de Neumann no homog¶eneas y las combinadas, en cam-
bio, presentan un mejor comportamiento aunque s¶olo
estas ¶ultimas aseguran la conservaci¶on de volumen.
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